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Résumé : 
 
Ce travail porte sur l’étude des vibrations non linéaires des poutres sandwich viscoélastiques. Pour cela, 
un modèle numérique a été mis au point. Il est basé sur une procédure de résolution efficace qui combine 
la méthode de l’équilibrage harmonique et celle des éléments finis, et qui permet de considérer des lois 
de comportement viscoélastiques dépendant de la fréquence. Des exemples nous permettent d’illustrer 
l’effet des non linéarités géométriques sur les propriétés amortissantes des poutres sandwich. 
 
Abstract : 
 
In this paper, a new computational approach is applied to study the nonlinear vibration of sandwich 
beams with frequency-dependant viscoelastic materials. The proposed procedure is based on the 
harmonic balance method coupled with a finite element approximation in space. The effect of large 
vibration amplitudes on the beams damping properties is investigated.   
 
Mots-clefs : vibrations non linéaires, amortissement viscoélastique, éléments finis 
 
 
 
1 Introduction 
 
L’étude des vibrations non linéaires (au sens géométrique) des structures a été l’objet de 
nombreux travaux ces dernières années. Cependant, seulement peu de chercheurs se sont 
intéressés à la prise en compte de l’amortissement dans la modélisation des vibrations non 
linéaires. De plus, généralement, seules des formes très simples d’amortissement 
(amortissement visqueux par exemple) sont considérés, Iu et al. (1985), Ribeiro et Petyt (1999). 
A notre connaissance, la prise en compte d’un comportement viscoélastique pour l’étude des 
vibrations non linéaires n’a été faite que dans le cadre de modèles analytiques basés sur la 
méthode de Galerkin à un mode, Hyer et al. (1976), Daya et al. (2004). La validité de ces 
modèles est donc limitée à des fréquences de vibration proches d’une fréquence de résonance 
linéaire. De plus, l’effet des non linéarités sur la forme du mode n’est pas pris en compte. 
Dans ce travail, nous proposons un outil numérique pour le calcul de la réponse forcée non 
linéaire de poutres sandwich. Un point important est la prise en compte d’un comportement 
viscoélastique dépendant de fréquence pour la couche centrale. La poutre est modélisée à l’aide 
d’un modèle cinématique de type « zig-zag ». La résolution du problème est réalisée à l’aide de 
la méthode de l’équilibrage harmonique et de celle des éléments finis. Des exemples 
d’applications sont présentés et montrent que les propriétés amortissantes des poutres sandwich 
dépendent de l’amplitude de vibration.  
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2 Modèle non linéaire de poutre sandwich viscoélastique  
 
Dans cette partie, nous présentons brièvement le modèle de poutre sandwich. Pour plus de 
détail, le lecteur peut se reporter à Daya et al. (2004) ou Jacques et al. (2006). Considérons une 
poutre sandwich symétrique à trois couches (cœur viscoélastique/peaux élastiques), Fig. 1. On 
notera hc l’épaisseur du cœur et hf celle des faces. 
 
FIG. 1 – Poutre sandwich. 
 
Les propriétés amortissantes de ce type de structures proviennent principalement de l’écart 
qui apparaît entre les déplacements longitudinaux des faces (la rigidité du cœur étant 
généralement nettement plus faible que celle des faces) et qui cause un cisaillement important 
de la couche viscoélastique. Pour cette raison, nous utilisons un modèle cinématique de type 
« zig-zag ». Cela signifie que l’on introduit un champ de déplacement pour chaque couche. Les 
faces sont traitées comme des poutres d’Euler-bernoulli et le cœur comme une poutre de 
Timoshenko. De plus, nous faisons les hypothèses suivantes : i) le déplacement transversal ne 
dépend pas de la position dans l’épaisseur (par conséquent, les deux faces ont la même rotation), 
ii) le déplacement est supposé continu aux interfaces entre couches (collage parfait).  
Les relations entre déplacements et déformations sont : 
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avec u = u2. ui et zi désignent respectivement le déplacement longitudinal et la position de 
la fibre médiane de la couche i (Fig. 1), w est le déplacement transversal et β la rotation de la 
couche centrale. On notera que les non linéarités géométriques sont prises en compte selon la 
théorie de von Kármán, qui est basée sur l’hypothèse de rotations et déformations modérées. 
Le comportement de la couche viscoélastique est décrit à l’aide d’un produit de 
convolution : 
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Y est la fonction de relaxation du matériau, νc est le coefficient de poisson qui est supposé 
constant. Dans ce travail, nous nous intéressons aux vibrations périodiques. Nous allons donc 
considérer les déformations comme la combinaison de différentes harmoniques : 
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Dans ce cas, la loi de comportement peut s’écrire en utilisant le module complexe : 
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Ec est le module d’Young complexe, il s’agit de la transformée de Fourier de la fonction de 
relaxation et il dépend de la fréquence. 
L’équation du mouvement de la poutre sandwich (5) est obtenue à l’aide du principe des 
puissances virtuelles. En prenant en compte la continuité des déplacements entre couches, il est 
possible d’exprimer les déplacements généralisés des faces en fonction de ceux de la couche 
centrale et donc de réduire le nombre d’inconnues. 
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Avec : Ef : module d’Young des faces, Si : aire, Ii: moment quadratique, ρi masse 
volumique (i=f pour les faces et i=c pour le cœur). F est l’excitation transversale.  
 
3 Méthode de résolution 
 
La procédure de résolution repose sur la méthode de l’équilibrage harmonique (MEH) et 
sur celle des éléments finis. Contrairement à ce qui est généralement fait dans le cas des 
vibrations non amorties, nous avons choisi d’appliquer la MEH avant la discrétisation éléments 
finis. Cela signifie que nous utilisons la MEH pour obtenir, à partir de l’équation du mouvement 
(5), une formulation variationnelle gouvernant la réponse forcée de la poutre. Ce nouveau 
problème est résolu avec la méthode des éléments finis. L’intérêt de cette façon de faire est de 
pouvoir prendre en compte de manière simple le comportement viscoélastique. 
 
3.1 Formulation variationnelle pour la réponse forcée 
 
Dans cette étude, on suppose que l’excitation est harmonique : 
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De plus, nous allons faire l’hypothèse que, pour des amplitudes de vibration modérées, les 
mouvements transversaux sont également harmoniques : 
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N’ayant pas considéré d’excitation axiale, les déplacements longitudinaux sont dus 
uniquement au couplage flexion-membrane induit par les non linéarités géométriques. On peut 
montrer qu’avec l’hypothèse (7) des termes constants et de pulsation 2ω sont présents dans le 
déplacement axial : 
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Suivant la MEH, nous utilisons des approximations similaires à (7-8) pour les 
déplacements virtuels. En introduisant toutes ces expressions dans l’équation d’équilibre (5) et 
en intégrant sur une période de 2π/ω, on obtient une nouvelle formulation variationnelle 
gouvernant la réponse forcée. Cette équation ne dépend plus explicitement du temps, ses 
inconnues sont les amplitudes u(x), β(x), u0(x) et u2(x). Gardons à l’esprit, qu’à part u0(x), ces 
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grandeurs sont complexes. Notons que la prise en compte du comportement viscoélastique ne 
pose pas de problème particulier grâce à la simplicité de la loi viscoélastique dans le domaine 
fréquentiel (4). 
 
3.1 Modèle éléments finis 
 
Un élément fini basé sur la formulation obtenue a été développé. Les déplacements 
généralisés sont interpolés à l’aide de fonctions d’Hermite cubiques pour la déflection et de 
fonctions linéaires pour le déplacement axial et rotation du cœur. L’élément obtenu a 9 ddls par 
nœuds : 
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Cet élément, que nous appelons HBSB (« Harmonic Balance / Sandwich Beam »), a été 
implémenté dans le code ABAQUS à l’aide d’un sous-programme utilisateur UEL. Après 
assemblage, le système global d’équations peut s’écrire schématiquement sous la forme 
suivante : 
( ){ } [ ]{ } { }FqMqI =− 2, ωω        (9) 
{F} est le vecteur des forces extérieures, [M] une matrice de masse. Comme le module 
d’Young du matériau de la couche centrale dépend de la fréquence, le vecteur des forces 
internes {I(q,ω)} en dépend également. La résolution de ce système (9) se fait en 2 phases. Tout 
d’abord le chargement est appliqué pour une fréquence donnée. Celle-ci est ensuite incrémentée 
afin d’obtenir la courbe de réponse forcée. Cette dernière pouvant présenter des parties 
instables, la méthode de Riks est utilisée. 
 
4 Quelques applications numériques 
 
Les paramètres suivants sont communs à toutes les applications numériques : longueur de 
la poutre L = 178×10-3 m, hf  = 6×10
-4
 m, hc = 4.5×10
-5
 m, ρf  = 7800 kg/m
3
, ρc = 1200 kg/m
3
, Ef  
= 2.1×1011 Pa, vf = 0.3, vc = 0.44.  
Afin de valider la méthode proposée, nous avons comparé les résultats obtenus avec ceux 
de calculs transitoires non linéaires. Dans ce cas, la poutre est modélisée à l’aide d’éléments 
finis 2D en contrainte plane (ABAQUS CPS8R : élément quadrangulaire quadratique à 
intégration réduite). Un modèle de Kelvin-Voigt est utilisé pour le comportement du matériau 
de la couche centrale : 
)(0 εβεσ &+= E           (10) 
avec E0 = 4.12×10
6
 Pa, plusieurs valeurs de β ont été considérées. 
La poutre est soumise à une excitation harmonique jusqu’à ce que le régime permanent soit 
atteint. Le schéma d’Hilbert, Hughes et Taylor est utilisé pour intégrer les équations du 
mouvement. Notons à ce sujet que les résultats sont très sensibles à la taille du pas de temps. 
Dans les simulations, un pas de temps fixe 500 fois plus petit que la période de l’excitation est 
utilisé afin d’obtenir des résultats indépendants de ce paramètre. 
Les résultats obtenus sont présentés par la figure 2. On constate que les résultats du modèle 
HBSB sont en très bon accord avec ceux des calculs transitoires. L’effet de l’amplitude de 
vibration (qui traduit l’influence des non linéarités géométriques), ainsi que celui de 
l’amortissement sont bien représentés. Cela valide à la fois le modèle de poutre sandwich utilisé 
et la procédure de résolution, au moins dans le cas d’amplitudes de vibrations modérées. 
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FIG. 2 – Courbe de réponse d’une poutre encastrée soumise à une excitation ponctuelle en son 
centre. Q est l’amplitude de l’excitation (en N/m) et β le paramètre de viscosité du cœur.  
 
(a) 
(b) 
Fig. 3. Effet de la température sur la réponse fréquentielle d’une poutre sandwich simplement 
supportée soumise à une excitation ponctuelle en son centre. (a) Module d’Young de la couche 
centrale en fonction de la fréquence. (b) Courbe de réponse. 
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La figure 3 montre la courbe de réponse d’une poutre sandwich dont le module du cœur 
dépend fortement de la fréquence et de la température. Les résultats obtenus avec l’élément 
HBSB sont comparés à ceux obtenus avec un élément de poutre sandwich linéaire. On constate 
clairement que l’effet de la température est plus marqué dans le cas non linéaire. En effet, alors 
qu’à 30°C les deux modèles prédisent pratiquement la même amplitude à la résonance, à 60°C 
le modèle non linéaire prédit une amplitude 25% plus grande que le modèle linéaire. Ceci peut 
s’expliquer vu le type de matériau considéré. En effet, les propriétés amortissantes des poutres 
sandwich dépendent très fortement des propriétés mécaniques du cœur, aussi bien de la partie 
réelle du module d’Young que du facteur de perte. Lorsque les non linéarités géométriques sont 
prises en compte, la fréquence de résonance augmente avec l’amplitude de vibration, induisant 
un changement des propriétés mécaniques du cœur. Ceci peut conduire à un changement 
significatif des propriétés amortissantes de la poutre et à une amplitude maximale de vibration 
différente de celle prédite par un modèle linéaire. 
Notons que nous avons également observé, dans certains cas, une dépendance des 
propriétés amortissantes vis à vis de l’amplitude de vibration même lorsque le module d’Young 
du cœur ne dépend pas de la fréquence. Dans ce cas, ce phénomène est lié au changement de la 
forme du mode lorsque l’amplitude de vibration augmente.  
 
4 Conclusions 
 
Un modèle numérique est proposé pour l’étude des vibrations non linéaires des poutres 
sandwich viscoélastiques. La poutre est modélisée à l’aide d’un modèle cinématique de type 
« zig-zag ». La procédure de résolution mise au point est basée sur la méthode de l’équilibrage 
harmonique et sur celle des éléments finis. L’originalité réside dans la prise en compte à la fois 
du changement de la forme du mode et de la variation des propriétés mécaniques du matériau 
viscoélastique lors du calcul de la réponse fréquentielle. La validité de l’approche proposée a pu 
être vérifiée au travers de comparaisons avec des calculs transitoires. En outre, les exemples 
traités ont mis en évidence l’influence de l’amplitude de vibration sur les propriétés 
amortissantes des poutres sandwich. 
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